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Két	probléma	tárgyalása:	
	
•  Véletlenmátrix-elmélet	és	alkalmazása		
													sta9sz9kus	mechanikai	modellek	
													integrálhatósági	kérdéseire	
	
•  Véletlen	kötésű	kvantumos	mágnesek	
													fázisátalakulásának	renormálási	
													csoport	vizsgálata	



Véletlenmátrix-elmélet	



Véletlenmátrix-elmélet	

Motiváció: nagy atommagok spektruma 
   többezer nívó  

  statisztikus kérdések 
 

A kölcsönhatás nagyon összetett, részleteiben nem ismert 
 
Wigner elméleti megközelítése: 

   a komplexitást véletlenszerüséggel helyettesíti 
 
Az aktuális Hamilton operátort megfelelően választott véletlenszerű 
      Hamilton operátorok sokaságának elemének választja 
 
A leírás közelítő, de sok esetben igen pontos eredményre vezet 
 
Analógia: véletlen számok összege – Gauss-eloszlás 



Bevezetés Véletlen mátrixok Kísérletek Mezoszkopikus rendszerek Szemiklasszikus dinamika Kitekintés

Véletlen mátrixok

Wigner-Dyson sokaság

N × N-es hermitikus mátrixok sokasága, a következő valószínűség
eloszlással:

P(H) = c exp[−βTrV (H)]

Ha V (H) ∝ H2, gausszi-sokaságról beszélünk.

Ekkor a mátrixelemek független eloszlásúak.

β = 1, 2, 4 a mátrixelemek szabadsági fokát számolja (valós,
komplex, valós kvaternió)

a H $→ UHU−1 transzformáció hatására P(H) invariáns, annak
megfelelően, hogy U ortogonális (β = 1), unitér (β = 2),
szimplektikus (β = 4) mátrix, beszélünk ortogonális, unitér,
szimplektikus sokaságokról.
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Sta9sz9kus	sokaságok	(Wigner-Dyson)	



Bevezetés Véletlen mátrixok Kísérletek Mezoszkopikus rendszerek Szemiklasszikus dinamika Kitekintés

Univerzalitási osztályok

Univerzális viselkedés, attól függően, hogy melyik véletlen mátrix
sokaságba tartozik a Hamilton-operátor.

Gaussian Unitary Ensemble (GUE)

A Hamilton operátornak nincs időtükrözési szimmetriája, pl
H = 1

2m (p − eA)2 + V (x)

Gaussian Orthogonal Ensemble (GOE)

A Hamilton-operátornak van időtükrözési szimmetriája, de nincs

benne spin-pálya kölcsönhatás, pl. H = p2

2m + V (x)

Gaussian Symplectic Ensemble (GSE)

A Hamilton-operátornak van időtükrözési szimmetriája és van

benne spin-pálya kölcsönhatás, pl. H = p2

2m + V (x) + ALS
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Univerzalitási	osztályok	



Gausszi sokaságokra ismert eredmények 

Sajátértékek	együ@es	eloszlásfüggvénye	
	
	
	
(n-1)-integrálás	után	következik	a	Wigner-féle	félkör-tétel:	
	
	
	
	
Szin@ávolság	staHszHka	(közelítő	formulák)	
	
																																																																			Wigner-féle	feltevés		
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Integrálható	rendszerek	

Annyi	felcserélhető	operátort	tartalmaz,	
																											amennyi	a	Hilbert-tér	dimenziója	
	
Létezik	olyan,	a	paraméterektől	független	bázis,		
											amelyben	a	Hamilton	operátor	diagonális.	
	
Ebben	a	bázisban	a	diagonális	elemek		
											(a	sajátértékek)	tekinthetők	véletlenszerűeknek.	
	
Ez	a	Random	Diagonal	matrix	Ensamble		(RDE)	
	
A	szin@ávolság	eloszlás	a	Poisson-staHszHkát	köveH:	

PRDE(s) = exp(�s)



Alkalmazások	

•  Magfizika	(sok-test	rendszerek)	

•  Kvantum	káosz-elmélet	(néhány-test	rendszerek)	

•  Mezoszkópikus	és	rendezetlen	rendszerek	

•  Kvantum	színdinamika	

•  Számelmélet	
												Riemann-féle				-függvények	zéró-helyei	és	a	GUE	

•  Pénzügy,	kockázatelemzés	
												Korrelációs	mátrixok	analízise	

•  StaHszHkus	mechanika	rácson	

⇣



Sta9sz9kus	mechanika	rácson	
•  Klasszikus:	Ising	modell,	Po@s	modell,	…	
																Transzfer-mátrix	sajátértékek	

•  Kvantumos:	Heisenberg	modell,	Hubbard	modell,	…	
																Hamilton-operátor	sajátértékek	

•  Integrálható-e?		
																Szin@ávolság	staHszHka	Poisson-eloszlású.	

•  Nem	integrálható?		
																Szin@ávolság	staHszHka	Wigner-eloszlású.	

Bevezetés Véletlen mátrixok Kísérletek Mezoszkopikus rendszerek Szemiklasszikus dinamika Kitekintés

Integrálható rendszerek

Szinttávolság statisztika

Az energiaszintek teljesen korrelálatlannak tekinthetők.
Szinttávolság statisztikát ekkor a Poisson-eloszlás írja le:

P(s) = exp(−s)
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Technikai	lépések	

•  Hamilton-operátor	blokk-diagonális	alakra	transzformálása	
									Paraméterektől	független	szimmetriák	felhasználásával	
•  Az	egyes	blokkokban	a	sajátértékek	számolása	
							A	blokkok	dimenziója	<	10000,	a	rendszer	mérete	L=10-15	
•  Integrált	állapotsűrüség:		
																				reguláris-rész						+skála	x	univerzális-rész	
•  Univerzális-rész:	
	
•  Szin@ávolság	staHszHka	összehasonlítása	
•  RDE	és	GOE	esetén	interpolációs	(Brody)	formula:	
	

																																							integrálható,																	nem-integrálható	

R1(�)d� = d⇤

P�(s) = c(� + 1)s� exp
�
�cs�+1

�

� ⇠ 0.1 � ⇠ 0.9
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ÁltalánosítoN	Hubbard-lánc	
(H.	Meyer,	J.C.	Anglés	d’Auriac,	J.M.	Maillard)	
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Brody				-paraméter	,	� U = 1
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Háromdimenziós	Ising	modell	
(H.	Meyer,	J.C.	Anglés	d’Auriac)	

•  Klasszikus	Ising	modell	köbös	rácson	
•  a	csatolás	két	irányban	azonos:	
•  a	harmadik	irányban									változó	
																																		izotrop	3d	modell	
																																		2d	modell,	integrálható	
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Kvantumos	Ising-lánc	többspin	kölcsönhatással	
(J.C.	Anglés	d’Auriac,	F.	I.)	

•  Klasszikus	ekvivalens	modell:		
													2d	Ising	modell	2-spin	és	m-spin	kölcsönhatással	

•  Önduális	pont:	J=h,	ez	a	fázisátalakulási	pont	
•  m=2:	kvantumos	Ising-lánc,	Onsager-megoldás	

•  m=3:	másodrendű	fázisátalakulás	
													a	Q=4	Po@s-modell	univerzalitási	osztályban	

•  m=4,5,…  elsőrendű	fázisátalakulás	

																Integrálható-e	m>2	esetén?	
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sector. Furthermore, we argue that this extra symmetry is
manifested by the crossing of energy levels at the self-dual
point in the thermodynamic limit L!` . To see this we have
calculated the quantity

d5 Kmax~si ,si21!min~si ,si21! L i , ~12!

which measures the asymmetry in the level spacing distribu-
tion. For independent random variables chosen according to
a Wigner distribution one has P(d)54d/(11d2)2 yielding a
mean value ^d&511p/2'2.5708. For matrices from the
GOE, the correlation between spacings si modifies this
value. We have numerically found that this value does not
vary considerably with the size of the matrix, and is very
close to

^d&GOE'3. ~13!

~Diagonalizing 1000 GOE random matrices of size ranging
from 3 up to 2000.! As seen in Fig. 5 for non-self-dual sec-
tors d is indeed close to the GOE result in Eq. ~13!. Simi-
larly, d'3 is found in the self-dual sector far from the self-
dual point, however, there is a sharp increase in d in the
neighborhood of h/J51 @25#. Since the value of d at the
self-dual point is monotonically increasing with the size of
the system ~see Table IV!, one expects that in the thermody-

namic limit d!` . Thus there is an exact degeneracy in the
self-dual sector at the transition point, which should be con-
nected with the presence of an extra symmetry. The possible
origin of this extra symmetry is discussed in the final section.

IV. LEVEL STATISTICS AT A FIRST-ORDER
TRANSITION POINT

In this paper we have studied the statistical properties of
the spectrum of a transverse-field Ising spin chain with
m-spin interactions and compared to the predictions of ran-
dom matrix theory. Away from the transition point, which is
known exactly from duality symmetry, the spectrum is
shown to be a Gaussian orthogonal ensemble and its proper-
ties are well described by the Wigner distribution. On the
other hand, at the transition point the spectral properties of
the self-dual and non-self-dual sectors are different. While
the spectra of non-self-dual sectors are close to the Wigner
distribution the same for the self-dual sector can be described
as the composition of two independent Wigner distributions.
Furthermore, we have shown that this special behavior at the
transition point is the result of level crossing in the thermo-
dynamic limit.
This observation can be compared with the known exact

@26# and numerical @27# results on the two-dimensional
Q.4 Potts model. As known exactly @28#, this model is also
self-dual and there is a first-order transition in the system. As
an analogous quantity to the Hamiltonian in Eq. ~1! we con-
sider the T transfer matrix of the Potts model, which in the
Hamiltonian limit @29,30# is given by T5exp(2tHP), where
t denotes the lattice spacing and HP is the Hamiltonian of
the one-dimensional quantum Potts model. According to ex-
act results @26# in the thermodynamic limit the ground state
of HP at the transition point is (Q11)-fold degenerate. At

FIG. 4. ~a! Level spacing distribution for L518, M53 and for the representation to which the ground state belongs. ~b! Combination of
the spectrum of two different representations R15 and R16 of the m55 model for L515.

FIG. 5. The asymmetry parameter d in Eq. ~12! as a function of
h/J for L516 and m54. The upper curve corresponds to the self-
dual sector and the lower curve to non-self-dual sectors. The error
bars are calculated as the variance divided by the square root of the
number of spacing ratios.

TABLE IV. The asymmetry parameter d in Eq. ~12! as a func-
tion of L for m53, 4, and 5 in the ground-state sector. When
present the number in parentheses refers to the asymmetry calcu-
lated for the entire self-dual sector.

L510 L512 L515 L516 L518

m53 4.79 6.54 ~9.63! 11.31
m54 4.58 5.09 ~8.67!
m55 1.76 4.33
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Szin@ávolság	staHszHka	
								m=3,	h/J=1.36	

on the example of the m53 model at a coupling J/h51.36
for a 15-site chain, all the three characteristic quantities of
the spectrum are very well described by the Wigner distribu-
tion @24#. Figure 2 presents the rigidity and the number vari-
ance for the same parameters. The expected behavior for
independent random energies and for the eigenvalues of the
GOE is also shown. The GOE behavior is observed up to
quite large values of L , indicating that GOE matrices provide
a good description of the Hamiltonian. The data shown are
obtained averaging over all the representations. However,
very similar results are obtained averaging only over the self-
dual sector. The characteristic parameters of the spectrum do
not depend on whether the sector under consideration is self-
dual or non-self-dual We also note that very similar behavior
is found for other ranges of the interaction m.3 or for other
values of J/h.1. Consequently, there is no evidence for the
integrability of the model with m.2 away from the critical
point.

In the following we investigate the level statistics of the
model as a function of the ratio h/J and calculate the inter-
polation parameter b in Eq. ~9! as a best fit over the self-dual
and non-self-dual sectors. The results are shown in Fig. 3 for
L515 and m53, whereas data for the largest system size are
only included in the self-dual sector. We note that the corre-
sponding data for m54, m55, and a less extensive calcula-
tion for m56, lead us to very similar conclusions. One can
see in Fig. 3 that Brody’s parameter b has different behavior
in the self-dual and in the non-self-dual sectors. While in the
non-self-dual sectors b is approximately constant and its
value b'1 corresponds to the GOE result, in the self-dual
sector there is a change in the value of b around the self-dual
point. Actually its value drops from b51 to about b'0.45
at the transition point. The region where the change in b
takes place seems to shrink only to the self-dual point in the
thermodynamic limit, as can be seen in Fig. 3 by comparing
the results with L515 and L518.
This observation leads us to study carefully the spectral

properties of the models at the transition point, the results of
which are shown in Fig. 4~a!. As seen in the figure the level
spacing distribution could not be well fitted by the interpo-
lation formula in Eq. ~9!, at least with the symmetries we
have taken into account. However, it is given approximately
by the arithmetic average of the Wigner and Poisson distri-
butions, which is also shown in the figure. We argue that the
measured spectral quantities in the self-dual sector can be
interpreted as if the spectrum is composed of two indepen-
dent Wigner distributions. To check our assumption we have
taken two non-self-dual blocks of roughly the same size each
of which has Wigner characteristics and merged the levels of
the two blocks. Then we analyzed the level statistics of the
combined blocks and the obtained results in Fig. 4~b! look
very similar to those we found for the self-dual sector and
presented in Fig. 4~a!.
Thus at this point we conclude that the spectrum of the

self-dual sector at the self-dual point is seemingly composed
of two independent parts, each having Wigner-type charac-
teristics. This type of behavior is the result of an extra sym-
metry, the self-duality, which is just seen in the self-dual

FIG. 1. Level spacing distribution for L515, M53, h/J51.36,
and all the representations. The exponential (E) and the Wigner
(W) distributions are shown ~full line!, together with the Brody
distribution ~broken line! for the fitted best value of the parameter
b51.01 ~see text!.

FIG. 2. Rigidity ~a! and variance ~b! for L515, M53,
h/J51.36, and all the representations. The corresponding quanti-
ties for the GOE matrices and for random diagonal matrices are also
shown in full lines.

FIG. 3. Parameter b as a function of h/J for m53. For L
515 the data are averaged separately over all self-dual sectors or
over all non-self-dual sectors. For L518 only the representation R0
to which the ground state belongs is taken into account.
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Brody			-paraméter	
							
								extra	szimmetria	
						az	önduális	pontban	

�

	Wigner-eloszlás	
nem	integrálható	



Összefoglalás	I.	

Véletlenmátrix-elmélet	alkalmazása	
	
•  Klasszikus	és	kvantumos	rácsmodellek	
												operátorainak	spektrumának	analízise	
	
•  Szin@ávolság	staHszHka	Wigner-féle	
												Brody-parameter:		
												nem	integrálható	modell	
	
•  Szin@ávolság	staHszHka	Poisson-féle	
												Brody-parameter:		
													integrálható	modell	
	
	

� ⇠ 0.1

� ⇠ 0.9

J.-Ch.	Anglés	d’Auriac	



Véletlen	kötésű	kvantumos	mágnesek	

•  Termikus	és	kvantumos	fluktuációk	

•  Kvantumos-klasszikus	megfeleltetés	

•  Termikus,	kvantumos	és	rendezetlenségi	
															fluktuációk	

•  Rendezetlen	kvantumos	Ising	modell	

•  Erős	rendezetlenségi	renormálási	csoport	

•  Magasabb	dimenziós	alkalmazás	

•  Klaszterszerkezet	és	kriHkus	tulajdonságok	



Termikus	&	kvantumos	fluktuációk	

LiHoF4	dipol-kötésű		
kvantumos	Ising	ferromágnes	
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T > 0 véges szélesség

termikus kritikusság
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kvantumos kritikusság

(D+1)-dim.	klasszikus	

Kvantumos-klasszikus	megfeleltetés	

L ⇠ ⇠

(k
B
T
) �

1
⇠

⌧

D-dim.	kvantumos	

(D+1)-dim.	klasszikus	

im
ag.	idő	

hi

Ji

⌧ ⇠ ⇠z

z : dinamikai exp.

z = 1, homogén

z 6= 1, rendezetlen

Kk
i

K?
i

Kvantumos-klasszikus	megfeleltetés	
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(Feynman,	Suzuki-Tro@er)	



LiHoxY1-xF4	dipol-kötésű	hígíto@	
	kvantum	Ising	ferromágnes	

Termikus	&	kvantumos	&	rendezetlenségi	fluktuációk	

78

FIG. 35: (Color online) Incomplete mode softening on passing through QPT in LiHoF4. Figure shows pseudocolor representation
of the inelastic neutron scattering intensity of LiHoF4 at T = 0.31 K observed along the reciprocal space trace (2, 0, 0) →
(1, 0, 0) → (1, 0, 1) → (1.15, 0, 1). (After Ronnow et al., 2005).

FIG. 36: Dilution of the dipolar-coupled, Ising ferromagnet LiHoxY1−xF4. Left panel: magnetic phases in the x − T plane.
Arrow denotes spin liquid “antiglass” phase. Right panel: Magnetic phases in x − Ht plane where Ht is the field applied
transverse to the Ising axis. Open circle shows the peak in susceptibility for the antiglass. (After Ancona-Torres et al, 2008)

.

We note parenthetically that there has been some controversy [636] surrounding this spin glass state, but this has
died away in view of the agreement between the two groups [53, 635, 637] which probed it using low fields and low
frequencies; the seemingly different results were obtained under the very different experimental circumstances of dc
SQUID magnetometry performed with rapid sweep rates to high fields.
For x < 0.1, there are reports of both continued spin glass behavior [637, 638] as well as a novel antiglass state [639],

so named because a reduction in the temperature lead to a reduction of the width of the distribution of barriers to
relaxation rather than the conventional increase. The antiglass state is marked by strongly entangled spins, analogous
to the Bhatt-Lee state [640] found below the insulator-metal transition in doped silicon, and indeed, a decimation
calculation [345] which ignores nuclear spin degrees of freedom but takes into account both the diagonal and off-
diagonal dipolar couplings between Ho3+ ions (the latter providing the necessary quantum mixing), gives a remarkably
good description of the magnetic susceptibility in the limit of small frequencies. An additional astonishing effect
(Fig. 37) is spectral hole burning [641], the acoustic frequency analog to optical experiments where the frequency(f)-
dependent small signal response χ(f) is measured in the presence of a large pump signal at fixed frequency fo. Very
sharp minima at fo are induced in χ(f), indicating the decoupling of low frequency magnetic excitations from each
other; these experiments motivated a successful search for similar behavior in the classic geometrically frustrated
system Gadolinium Gallium Garnet (Gd3Ga5O12 or GGG) [642].

(Ater	Ancona-Torres	et	al,	2008)	
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Rendezetlen	kvantum	Ising	modell	
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véletlen	változók	H = �
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(ij) első	szomszéd	

Griffiths fázis 

Dinamika :          exp(-Ld)    exp(-Lψ)     L-z(δ)           O(1)  
(energia rés) 

O(1)          L-x   exp(-Ld) 

Statika: mágnesezettség [m]av 

Véges, L méretű, rendszerben: 

Rendeze@	fázis	KriHkus	pont	Rendezetlen	fázis	

[ln(h)]av � [ln(J)]av

�

Elméleti vizsgálatok 
sorfejtés	nem	működik	✏�

kvantum	MC	-	lehetséges	
Erős	rendezetlenségi	RCs	

ajánlo@	



 

Erős	rendezetlenségi	RCs	
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Lokális	renormálás:	egyszerre	kezeli	a	kvantumos		
és	a	rendezetlenségi	fluktuációkat	

D.	S.	Fisher	(1994):	analiHkus	megoldás	1D-ben	a	kriHkus	pontban	
Végtelenül	rendezetlen	fix-pont:	

•  2	effekzv	csatolás	aránya	végtelenhez	tart	
•  a	renormálási	lépések	aszimptoHkusan	egzaktak	

2J 

Szabályok: lánc → lánc 

Mi	a	helyzet	D>1	esetén?	



	J	a	legerősebb	

J 
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Renormálás	magasabb	dimenzióban	
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J	a	legerősebb	

Renormálás	magasabb	dimenzióban	
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h	a	legerősebb	

Renormálás	magasabb	dimenzióban	



 

Ha volt ott csatolás: 
maximum szabály 

 

Minden lépésben csökken a spinek száma,  
de a csatolások száma erősen növekedhet! 
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h	a	legerősebb	

Renormálás	magasabb	dimenzióban	



Hatékony	RCS	algoritmus	

„Tradícionális” „Új”	

28 a	csatolások	száma	nem	növekszik	(Kovács	&	Iglói,	2011a,b)	



A	teljes	klaszterszerkezet	

L=64 

L=512 29 



n  Fraktáldimenzió, 
q  Mágnesezettség 
 
n   Klaszter kiterjedése 
q  korrelációs hossz 

n   Klaszter energiája 
q  energia rés 

Fizikai	mennyiségek	

L=512 30 (Kovács	&	Iglói,	2010)	



Összefonódás:	klaszterek	száma	
Számszerűsítése:	Neumann		entrópia	

FelüleH	törvény:	
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KriHkus	pontban	
univerzális	logaritmikus		

korrekciók	

A	felüleH	törvény	teljesül,	de	a	sarkok	következtében		
megjelenik	egy	univerzális	logaritmikus	korrekció	

(Kovács	&	Iglói,	2012)	



Összefoglalás 

A rendezetlen rendszerek egy tág osztályában: 

–  a kritikus viselkedés végtelenül rendezetlen, 

–  a rendezetlenségi fluktuációk abszolut dominánsak, 

–  az erős rendezetlenségi RCs aszimptotikusan egzakt. 

		
	Kapcsolódó	munkák	
o nemegyensúlyi	dinamika	(Iglói	et	al,	2012)	
o hosszú-hatótávolságú	modellek	(Juhász,	Kovács,	Iglói,	
2014,	2015,2016)	
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